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中文摘要
中文摘要
设 𝑋, 𝑌, 𝑍 为实线性空间, 𝐴 ⊂ 𝑋 为一非空凸集,并进一步假设 𝑌, 𝑍 分别为楔
𝑃 ⊂ 𝑌,𝑄 ⊂ 𝑍 所诱导的线性序空间. 𝑆 : 𝐴→ 𝑌, 𝑇 : 𝐴→ 𝑍 为两个凸映射.称系统 (1.1)
𝑆(𝑥) < 0 , 𝑥 ∈ 𝐴 是 𝑉0 -相容的,如果它有一个 𝑉0 -解 𝑥0 ∈ 𝐴 ;称系统 (1.2) 𝑆(𝑥) < 0 ,
𝑇 (𝑥) < 0 , 𝑥 ∈ 𝐴 是 (𝑉0,𝑊0) -相容的,如果它有一个 (𝑉0,𝑊0) -解 𝑥0 ∈ 𝐴 .本文借助于“最
强局部凸拓扑”的基本性质的讨论结果,首先证明了系统(1.2)和(1.3)在全代数化的情况
下Tuy不相容定理,即: 如果系统(1.1)是 𝑉0 -相容的,但是系统(1.2)不是 (𝑉0,𝑊0) -相容的,则
存在 𝑌 上的正泛函 𝜙和 𝑍 上的非0正泛函 𝜓 ,使得 < 𝑆(𝑥), 𝜙 > + < 𝑇 (𝑥), 𝜓 >≥ 0, 𝑥 ∈ 𝐴
. 作为它的应用,我们证明了凸规划 (1.3) 𝑚𝑖𝑛{𝑓(𝑥) : 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑆(𝑥) ≤ 𝜃} 有解 𝑝 ∈ 𝐴 并
且(1.1)是相容的充分必要条件为 𝑓(𝑝)+ < 𝑆(𝑝), 𝜓 >≤ 𝑓(𝑥)+ < 𝑆(𝑥), 𝜙 > ; 其中, 𝑓 为 𝐴
上的凸函数, 𝑆 为凸映射.我们进一步证明了Hurwicz鞍点条件和Golstein对偶定理.
关键词：正则集;Tuy不相容条件;凸规划问题;Hurwicz鞍点条件;Golstein对偶定理.
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Abstract
Abstract
Suppose that 𝑋, 𝑌, 𝑍 are three real linear space, 𝐴 is a convex subset of 𝑋 ,and
suppose that 𝑌, 𝑍 are ordered induces by their (positive) wedges 𝑃 ⊂ 𝑌,𝑄 ⊂ 𝑍 .Let
𝑆 : 𝐴 → 𝑌 , 𝑇 : 𝐴 → 𝑍 be two convex mappings.The system (1.1) 𝑆(𝑥) < 0 , 𝑥 ∈ 𝐴 is
said to be 𝑉0 consistent provided it has a 𝑉0 -solution 𝑥0 ∈ 𝐴 ;The system (1.2) 𝑆(𝑥) < 0
, 𝑇 (𝑥) < 0 , 𝑥 ∈ 𝐴 is called (𝑉0,𝑊0) consistent if it has a (𝑉0,𝑊0) -solution 𝑥0 ∈ 𝐴 .In
this paper,we first discuss properties of the strongest topology defined on a real linear
space.Then,making use of them,we establish a completely algebraic Tuy’s inconsistency
theorem: Suppose that System (1.1)is consistent but System (1.2) is inconsistent.Then
there exist a positive functional 𝜙 on 𝑌 and a non-zero positive functional 𝜓 on 𝑍 so
that < 𝑆(𝑥), 𝜙 > + < 𝑇 (𝑥), 𝜓 >≥ 0, 𝑥 ∈ 𝐴 . As applications,we prove that the convex
programming (1.3) 𝑚𝑖𝑛{𝑓(𝑥) : 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑆(𝑥) ≤ 𝜃} has a solution 𝑝 ∈ 𝐴 and with consistency
of (1.1) if and only if 𝑓(𝑝)+ < 𝑆(𝑝), 𝜓 >≤ 𝑓(𝑥)+ < 𝑆(𝑥), 𝜙 > ;where 𝑓 is a convex function
and 𝑆 is a convex mapping on 𝐴 .Further,Tuy’s inconsistency condition is used to derive
the Hurwicz saddle-point condition, and the Golstein duality theorem.
Key words: Regularizing set; Tuy’s inconsistency condition; Convex programming
problem; Hurwicz saddle-point condition; Golstein duality theorem.
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第 一 节 引言
第 一 节 引言
1.1 研究背景
本文主要研究完全代数意义下的凸优化问题的解: (1.1) 𝑚𝑖𝑛{𝑓(𝑥) : 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑆(𝑥) ≤
𝜃} 其中, 𝐴 为实线性空间 𝑋 的凸子集, 𝑓 为定义在 𝐴 上的凸函数.模型(1.1)是一个重
要的具有广泛实用性的经典的凸优化问题,通常人们假设 𝑋 为局部凸空间,或者,更一
般地拓扑线性空间, 𝐴 ⊂ 𝑋 为闭凸子集, 𝑓 为 𝐴 上的下半连续的凸函数.用凸分析的方
法,这一问题的求解研究可见 Rockafellar [1] Ekeland 和 I. Teman [2] Anderson 和 Nash [3]以
及Mitter [4]等.同时,为了求解这一问题,发展了一些列重要的方法和算法,例如: 丛构造
法 [5],有限协方差法 [6],凸锥法 [7],逼近法 [8],梯度收敛法 [9], [10],有限维方法 [11]以及随机分析
方法 [12]等等.随着实际需求不断深化,近年来,这一问题也在不断更新,理论上也在不断发
展.例如,人们还考虑分布意义下的凸优化问题 [13]以及智能方法 [14],基于张量原理的复合
分析法 [15],共轭梯度法 [16],光滑化算法 [17],拉格朗日变换法 [18],贪婪逼近法 [19],双变量同步
光滑化方法 [20],最优共轭样条算法 [21],大范围非光滑算法 [22],广义机器人凸优化 [23],广义
最优梯度法 [24],量子信息方法 [25]等等.同时,凸优化的思想方法对许多其它学科也有着重
大的影响,例如: 系统识别 [26], blind sensor calibration [27],聚类观测 [28]等等.
1.2 本文主要工作
为了使这一模型具有最一般的表达,我们去掉“拓扑”而改用“代数”形式,而
这种“代数”形式恰恰等价于线性空间上的最强的局部凸拓扑,这种处理使得在一
般线性空间上的“代数”问题变得像处理有限维空间上的“代数”问题那样优美而
自然.我们同时把Tuy不相容条件(见Holmes [29])也完全代数化,即设 𝑋, 𝑌, 𝑍 为实线性
空间, 𝐴 ⊂ 𝑋 为一非空凸集,并进一步假设 𝑌, 𝑍 分别为楔 𝑃 ⊂ 𝑌,𝑄 ⊂ 𝑍 (即对正数
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第 一 节 引言
数乘运算封闭的凸集) 所诱导的线性序空间. 𝑆 : 𝐴 → 𝑌 , 𝑇 : 𝐴 → 𝑍 为两个凸映
射,它们满足 𝑆(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) ≤ 𝜆𝑆(𝑥) + (1 − 𝜆)𝑆(𝑦) , 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴, 0 ≤ 𝜆 ≤ 1 . （相
应地, 𝑇 (𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) ≤ 𝜆𝑇 (𝑥) + (1 − 𝜆)𝑇 (𝑦) , 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴, 0 ≤ 𝜆 ≤ 1）设 𝑉0 ⊂ 𝑌 (
𝑊0 ⊂ 𝑍 )满足0点在它们的代数闭包中(即,在最强局部凸拓扑意义下的闭包之中),
称系统 (1.2) 𝑆(𝑥) < 0 , 𝑥 ∈ 𝐴 是 𝑉0 -相容的,如果它有一个 𝑉0 -解 𝑥0 ∈ 𝐴 ,或等
价地, −𝑆(𝑥0) ∈ int(𝑉0 + 𝑃 ) ; 称系统 (1.3) 𝑆(𝑥) < 0 , 𝑇 (𝑥) < 0, 𝑥 ∈ 𝐴 为 (𝑉0,𝑊0)
-相容的,如果它有一个 (𝑉0,𝑊0) -解 𝑥0 ∈ 𝐴 .本文借助于“最强局部凸拓扑”的基本
性质的讨论结果,首先证明了系统(1.2)和 (1.3)在全代数化的情况下Tuy的不相容定
理,即: 如果系统(1.2)是 𝑉0 -相容的,但是系统(1.3)不是 (𝑉0,𝑊0) -相容的,则存在 𝑌 上
的正泛函 𝜙 和 𝑍 上的非0正泛函 𝜓 ,使得 < 𝑆(𝑥), 𝜙 > + < 𝑇 (𝑥), 𝜓 >≥ 0 , 𝑥 ∈ 𝐴
. 作为上述结果的一个应用,我们证明了 𝑝 ∈ 𝐴 是模型(1.1)的解,并且(1.2)是相容
的充分必要条件为 𝑓(𝑝)+ < 𝑆(𝑝), 𝜓 >≤ 𝑓(𝑥)+ < 𝑆(𝑥), 𝜙 > ; 𝑥 ∈ 𝐴 , 其中, 𝑓 为
𝐴 上的凸函数, 𝑆 为凸映射. 我们说一个网 (𝑥𝛿)𝛿∈𝐷 ⊂ 𝐴 是系统 (1.4) 𝑆(𝑥) ≤ 0 ,
𝑥 ∈ 𝐴 的一个弱解,如果 𝑆(𝑥𝛿) 可分解成 𝑆(𝑥𝛿) = 𝑦′𝛿 + 𝑦′′𝛿 , 𝑦′𝛿 ≤ 𝜃, 𝑦′′𝛿 → 𝜃 .系统(1.1)的
弱值定义为 𝑉
′
= 𝑖𝑛𝑓 lim{𝑓(𝑥𝛿) : 𝛿 ∈ 𝒟} . 对于上述 𝑓 和 𝑆 ,我们在 𝐴 × 𝑃+ 上
定义拉格朗日泛函 𝐿 : 𝐿(𝑥, 𝜙) = 𝑓(𝑥)+ < 𝑆(𝑥), 𝜙 > . 其中, 𝑃+ 为 𝑌 上的所有
正泛函所构成的楔.令 𝑉 = 𝑖𝑛𝑓𝑥∈𝐴𝑠𝑢𝑝𝜑∈𝑃+𝐿(𝑥, 𝜑) , 𝑉 * = 𝑠𝑢𝑝𝜑∈𝑃+𝑖𝑛𝑓𝑥∈𝐴𝐿(𝑥, 𝜑) .我
们进一步证明了下面的Hurwicz鞍点条（见 [29], [30])结论: 如果系统(1.4)存在弱解,则
𝑉
′
= 𝑖𝑛𝑓 lim{𝑓(𝑥𝛿) : 𝛿 ∈ 𝒟} = 𝑠𝑢𝑝𝜑∈𝑃+𝑖𝑛𝑓𝑥∈𝐴𝐿(𝑥, 𝜑) = 𝑉 * .
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第 二 节 最强局部凸拓扑和Tuy不相容条件
第 二 节 最强局部凸拓扑和Tuy不相容条件
2.1 最强局部凸拓扑
设 𝑋 是(实或复)数域 F 上的一个线性空间. 𝑋 中的子集构成了一个集族 𝜏 ,若 ∅
和 𝑋 都属于 𝜏 ,且 𝜏 中元素的有限交和任意并仍属于 𝜏 ,则称 𝜏 是 𝑋 上的一个拓扑. 𝜏
是 𝑋 上的一个线性拓扑,如果 𝜏 与 𝑋 上的线性空间结构相容,也就是,两个线性空间的
算子
(𝑥, 𝑦) ↦→ 𝑥+ 𝑦 , 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋
(𝛼, 𝑥) ↦→ 𝛼𝑥, 𝛼 ∈ F , 𝑥 ∈ 𝑋
各自在 𝑋 ×𝑋 和 F ×𝑋 上连续,在这种情况下,当这个拓扑是Hausdorff拓扑时,我们称
(𝑋, 𝜏) 是一个线性拓扑空间.当 𝜏 申明后,为了方便,我们称 𝑋 是一个线性拓扑空间.
对于任意非零 𝛼0 ∈ F 和 𝑥0 ∈ 𝑋 ,映射 𝑥 ↦→ 𝑥0 + 𝛼0𝑥 是 𝑋 上的同胚映射.因此, 𝑋
的拓扑结构都可以由 𝜃 的邻域基决定.如果 𝒰 是 𝜃 - 邻域基,那么 𝑥+ 𝑈(𝑈 ∈ 𝒰) 构成了
𝑥 - 邻域基.简而言之,我们称 𝜃 - 邻域基是 𝑋 的局部基.
线性拓扑空间 𝑋 成为局部凸空间,如果它包含一个由凸 𝜃 - 邻域构成的局部基.特别
地,如果 𝑋 上没有其它的局部凸拓扑比某个局部凸拓扑 𝒮 强,那么称 𝒮 是 𝑋 上的最强
局部凸拓扑.我们知道,局部基的每一个元素是吸收集,因此,我们可以这样定义最强局部
凸拓扑的邻域基
𝒰 = { 𝑈 ⊂ 𝑋 : 𝑈 是 𝑋 中的凸吸收集 } .
注意,最强局部凸拓扑实质上就是“代数开集”所诱导的拓扑. 接下来,将给出最强局部
凸拓扑的性质.
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第 二 节 最强局部凸拓扑和Tuy不相容条件
定理 2.1： 设 𝑋 是一个线性拓扑,在 𝑋 上赋予最强的局部凸拓扑 𝒮 ,则
(a) 𝑋 上的每个线性泛函在最强局部凸拓扑意义下都是连续的泛函;
(b) 𝑋 上的每个实值的凸泛函在最强局部凸拓扑意义下都是连续的.
证明： (a)设 𝑓 : 𝑋 → R 是 𝑋 上的一个线性泛函.对于任意的 𝜀 > 0 ,记
𝑈𝜀 = {𝑥 ∈ 𝑋 :| 𝑓(𝑥) |< 𝜀}.
要证明 𝑈𝜀 是 𝑋 中的一个凸的吸收集.先证 𝑈𝜀 是凸集.
设 𝑥1 ∈ 𝑈𝜀 , 𝑥2 ∈ 𝑈𝜀 ,则
| 𝑓(𝜆𝑥1 + (1− 𝜆)𝑥2) |=| 𝜆𝑓(𝑥1) + (1− 𝜆)𝑓(𝑥2) |
≤ 𝜆 | 𝑓(𝑥1) | +(1− 𝜆) | 𝑓(𝑥2) |
≤ 𝜆𝜀+ (1− 𝜆)𝜀 = 𝜀
所以 𝜆𝑥1 + (1− 𝜆)𝑥2 ∈ 𝑈𝜀 ,故 𝑈𝜀 是凸的.再证 𝑈𝜀 是吸收的.
因为对于任意的 𝑥 ∈ 𝑋 , | 𝑓(𝜆𝑥) |=| 𝜆𝑓(𝑥) | ,所以任意给定 𝜀 > 0 ,存在足够小的
𝜆 > 0 , 使得 | 𝑓(𝜆𝑥) |< 𝜀 .因此 𝑈𝜀 是一个吸收的凸集.
因为最强局部凸拓扑的邻域基为
𝒰 = { 𝑈 ⊂ 𝑋 : 𝑈 是 𝑋 中的凸吸收集 }.
所以对于任意的 𝜀 > 0 , 𝑈𝜀 是原点的一个邻域.故 𝑓 在原点连续.
下面证 𝑓 在 𝑋 中的任意点 𝑥0 处连续.即要证,对于任意的 𝜀 > 0 ,存在 𝑥0 的一个邻
域 𝑈𝑥0,𝜀 ,使得对于任意的 𝑥 ∈ 𝑈𝑥0,𝜀 ,成立 | 𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0) |< 𝜀 .
对这个任意给定的 𝜀 ,可知存在一个邻域 𝑈𝜀 ,当 𝑥 ∈ 𝑈𝜀 时, | 𝑓(𝑥) |< 𝜀 .取
𝑈𝑥0,𝜀 = 𝑥0 + 𝑈𝜀 ,则 𝑈𝑥0,𝜀 是 𝑥0 的一个邻域.且对于任意的 𝑥 ∈ 𝑈𝑥0,𝜀 ,
| 𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0) |=| 𝑓(𝑥− 𝑥0) |< 𝜀
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所以 𝑓 在 𝑥0 出连续.由于 𝑥0 是 𝑋 中任意一点,所以 𝑓 在 𝑋 上连续.
(b)设 𝑓 为 𝑋 上的实值凸函数.我们可设 𝑓 ≥ 0 且 𝑓(0) = 0 .否则,可取 𝜑 ∈ 𝜕𝑓(0)
,并用 𝑔 = 𝑓 − 𝜑− 𝑓(0) 取代 𝑓 .根据次微分的定义,可知 𝑔 ≥ 0 . 由 (𝑎) ,线性泛函 𝜑 是连
续的.因此, 𝑓 的连续性与 𝑔 的连续性等价.我们只须证明 𝑔 是连续的.
先证明 𝑔 在0点连续.给定 𝜀 > 0 ,令 𝑈 = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑔(𝑥) < 𝜀} .则对任何 𝑧 ∈ 𝑋 ,存在
𝜆 > 0 使得 𝜆𝑔(𝑧) < 𝜀 .由 𝑔(𝜆𝑧) = 𝑔(𝜆𝑧 + (1 − 𝜆)0) ≤ 𝜆𝑔(𝑧) + (1 − 𝜆)𝑔(0) = 𝜆𝑔(𝑧) < 𝜀
可知, 𝑈 是吸收集,进而,它是0点的一个邻域,这说明 𝑔 在0点连续.现在我们任给 𝑥 ∈ 𝑋
, 𝑔(𝜆(𝜆−1𝑥) + (1 − 𝜆)𝑈) ≤ 𝜆𝑔(𝜆−1𝑧) + 𝜀 .这说明 𝑔 在 𝑥 的一个邻域𝑥 + (1 − 𝜆)𝑈 =
𝜆(𝜆−1𝑥) + (1− 𝜆)𝑈 上有界,进而 𝑔 在点 𝑥 处连续. 
2.2 Tuy 型不相容条件
实线性空间 𝑋 子集 𝑃 称为楔,如果 𝑃 是凸集且对于非负标量的数乘封闭.任何这样
的集 𝑃 可定义一个自反的和平移不变的偏序
𝑥 ≤ 𝑦 ⇔ 𝑦 − 𝑥 ∈ 𝑃 .
该偏序存在其它的性质: (𝑎) 若 𝑥 ≤ 𝑦 ,则 𝑥 + 𝑧 ≤ 𝑦 + 𝑧 (对于任意的 𝑧 ∈ 𝑋) ; (𝑏) 当
𝜆 > 0 时,有 𝜆𝑥 ≤ 𝜆𝑦 .我们称 (𝑋,≤) 为序线性空间: 若 𝑃 ≡ {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑥 ≥ 𝜃},则 𝑃 是 𝑋
中由向量序 (≤) 诱导的楔(正楔).
设 𝑋 是由正楔 𝑃 诱导的序空间,线性泛函 𝑓 ∈ 𝑋 ′ 是正的,如果 𝑓(𝑥) ≥ 0(𝑥 ∈ 𝑃 ) .显
然正线性泛函 𝑓 ∈ 𝑋 ′ 是单调的,即 𝑥 ≤ 𝑦 ⇒ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑦) .所有的正线性泛函构成了 𝑋 ′
中的楔 𝑃+ ,称为对偶楔.
设 𝑋 , 𝑌 和 𝑍 是实线性空间, 𝐴 是 𝑋 的凸子集.我们假设 𝑌 和 𝑍 是序线性空间,
𝑌 和 𝑍 的序分别是由 𝑌 和 𝑍 的正楔 𝑃,𝑄 导出的.
我们给出凸映射的定义如下. 称映射 𝑆 : 𝐴→ 𝑌 为凸映射,如果
𝑆(𝛼𝑢+ (1− 𝛼)𝑣) ≤ 𝛼𝑆(𝑢) + (1− 𝛼)𝑆(𝑣) ,
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对于任意的 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐴, 0 ≤ 𝛼 ≤ 1 .注意这里 𝑆 的凸性涉及到 𝑌 上的向量的序,故在给出
𝑆 的凸性之前先要确定 𝑌 上的序. 显然 𝑋 到 𝑌 的所有线性映射都是 𝑋 上的凸映射 .
给定两个凸映射 𝑆 : 𝑋 → 𝑌 , 𝑇 : 𝑋 → 𝑍 , 和 𝑋 中的凸集 𝐴 , 当 𝑌 = R , 𝑧 = R𝑛 时,则
𝑆 是 𝐴 上的凸泛函, 𝑇 是一个 𝑛 元组 (𝑔1, 𝑔2, · · · , 𝑔𝑛) ,其中 𝑔𝑖 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝐴)(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛) .
下面我给出正则集的定义.这里我们取最强局部凸拓扑,它等价于“代数”开集所诱
导的拓扑.
设 𝑌 中的子集 𝑉0 为 𝑌 中的正楔 𝑃 的一个正则集,若 𝜃 ∈ 𝑉0 且 𝑃 + 𝑉0 是实心的凸
集.如果 𝑃 是实心的, 那么 𝑉0 ≡ 𝜃 或 𝑃 是 𝑃 的正则集.一般地,正则集的提出是在 𝑃 不
是实心的情况.当 𝑉0 是 𝑃 的正则集时,记
𝑦1 ≤ 𝑦2 + (𝑉0)
(𝑦1 < 𝑦2 + (𝑉0))
表示 𝑦1 − 𝑦2 ∈ 𝑃 + 𝑉0 (𝑦1 − 𝑦2 ∈ 𝑖𝑛𝑡(𝑃 + 𝑉0)) .
下面考虑一个抽象的不等式系统
𝑆(𝑥) < 𝜃 , 𝑥 ∈ 𝐴 .
(记为(a)).设 𝑉0 是正楔 𝑃 的正则集,我们称 𝑥0 ∈ 𝐴 是系统(a)的 𝑉0 解,如果 𝑆(𝑥0) < (𝑉0)
.如果这样的解存在,系统(a)是 𝑉0 相容的.设 𝑊0 ⊂ 𝑍 是正楔 𝑄 的正则集,系统
𝑆(𝑥) < 𝜃 , 𝑇 (𝑥) < 𝜃 , 𝑥 ∈ 𝐴
(记为(b)) 是 (𝑉0,𝑊0) 相容的,如果存在 (𝑉0,𝑊0) 解 𝑥0 ∈ 𝐴 ,即满足 𝑆(𝑥0) < (𝑉0) 和
𝑇 (𝑥0) < (𝑊0) .
下面我们给出主要结果,类似的Tuy不相容条件,它指出了抽象系统(b)在一定假设下
不相容的一个必要条件.
定理 2.2： 设 𝑆, 𝑇 是实线性空间 𝑋 到序线性空间 𝑌, 𝑍 上的两个凸映射, 𝑉0,𝑊0 是关
于 𝑌, 𝑍 中正楔 𝑃,𝑄 的两个正则集,若系统(a)是 𝑉0 相容的,则当系统(b)不相容时,必存在
𝑌, 𝑍 上的线性泛函 𝜙 ∈ 𝑃+, 0 ̸= 𝜓 ∈ 𝑄+ ,使得 < 𝑆(𝑥), 𝜙 > + < 𝑇 (𝑥), 𝜓 >≥ 0, 𝑥 ∈ 𝐴 .
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证明： 令 𝐸 = {(𝑦, 𝑧) ∈ 𝑌 × 𝑍 : 𝑦 − 𝑆(𝑥) ∈ 𝑃 + 𝑉0, 𝑧 − 𝑇 (𝑥) ∈ 𝑄+𝑊0, 𝑥 ∈ 𝐴} .我们称
𝐸 是一个实心的凸集,且 𝑐𝑜𝑟(𝐸) ∩ (𝜃, 𝜃) = ∅ .
先证 𝐸 是一个凸集.设 (𝑦1, 𝑧1) ∈ 𝐸 , (𝑦2, 𝑧2) ∈ 𝐸 .则存在 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐴 ,使得
𝑦1 − 𝑆(𝑥1) ∈ 𝑃 + 𝑉0, 𝑧1 − 𝑇 (𝑥1) ∈ 𝑄 +𝑊0, 𝑦2 − 𝑆(𝑥2) ∈ 𝑃 + 𝑉0, 𝑧2 − 𝑇 (𝑥2) ∈ 𝑄 +𝑊0
. 由正则集的定义 , 𝑃 + 𝑉0 是 𝑌 的凸集.所以对于任意的 0 ≤ 𝜆 ≤ 1, 𝜆(𝑦1 − 𝑆(𝑥1)) +
(1− 𝜆)(𝑦2 − 𝑆(𝑥2)) ∈ 𝑃 + 𝑉0 ,即 𝜆𝑦1 + (1− 𝜆)𝑦2 − [𝜆𝑆(𝑥1) + (1− 𝜆)𝑆(𝑥2)] ∈ 𝑃 + 𝑉0 .故
𝜆𝑆(𝑥1)+(1−𝜆)𝑆(𝑥2) ≤ 𝜆𝑦1+(1−𝜆)𝑦2+(𝑉0) .由 𝑆的凸性知, 𝑆(𝜆𝑥1+(1−𝜆)𝑥2) ≤ 𝜆𝑆(𝑥1)+
(1−𝜆)𝑆(𝑥2) ≤ 𝜆𝑦1+(1−𝜆)𝑦2+(𝑉0) ,所以 𝜆𝑦1+(1−𝜆)𝑦2−𝑆(𝜆𝑥1+(1−𝜆)𝑥2) ∈ 𝑃 +𝑉0 .同
理, 𝜆𝑧1+(1−𝜆)𝑧2−𝑆(𝜆𝑧1+(1−𝜆)𝑧2) ∈ 𝑃 +𝑊0 ,故 (𝜆𝑦1+(1−𝜆)𝑦2, 𝜆𝑧1+(1−𝜆)𝑧2) ∈ 𝐸
,即 𝐸 是凸集.
下证 𝐸 是实心的(代数内点非空).我们知道若 𝐸 是凸集,则 𝑐𝑜𝑟(𝐸) 就是 𝐸 的吸收
点的集合,故我们证明 𝐸 有吸收点.因为系统(a)是相容的,设 𝑥 是 𝑆(𝑥) < (𝑉0) 的一个 𝑉0
解,则 𝜃 − 𝑆(𝑥) ∈ 𝑐𝑜𝑟(𝑃 + 𝑉0) .即−𝑆(𝑥) ∈ 𝑐𝑜𝑟(𝑃 + 𝑉0) .所以 −𝑆(𝑥) 也是凸集 𝑃 + 𝑉0 的
一个吸收点.则 𝑃 + 𝑉0 + 𝑆(𝑥) 是 𝑌 中的一个吸收集.由于 𝑄 +𝑊0 是代数内点非空凸
集,所以 𝑄+𝑊0 存在吸收点.取 𝑤0 为 𝑄+𝑊0 的一个吸收点,则 𝑄+𝑊0 − 𝑤0 是𝑍 中的
一个吸收集. 记 𝑧 = 𝑤0 + 𝑇 (𝑧) .我们断言 (𝜃, 𝑧) 是 𝐸 的一个吸收点.
即证 𝐸 − (𝜃, 𝑧) 是 𝑌 ×𝑍 的一个吸收集.对于任意的 (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑌 ×𝑍 ,要证存在 𝜆 > 0
,使得 (𝜆𝑦, 𝜆𝑧) ∈ 𝐸−(𝜃, 𝑧) ,即存在 𝜆 > 0 ,使得 (𝜆𝑦+𝜆𝑧+𝑧) ∈ 𝐸 ,即证存在 𝜆 > 0 , 𝑥 ∈ 𝐴
,有 𝜆𝑦 − 𝑆(𝑥) ∈ 𝑃 + 𝑉0 , 𝜆𝑧 + 𝑧 − 𝑇 (𝑥) ∈ 𝑄+𝑊0 ,即 𝜆𝑧 + 𝑤0 + 𝑇 (𝑧)− 𝑇 (𝑧) ∈ 𝑄+𝑊0
. 取 𝑥 = 𝑧 ,即证存在 𝜆 > 0 ,有 𝜆𝑦 ∈ 𝑃 + 𝑉0 + 𝑆(𝑥) , 𝜆𝑧 ∈ 𝑄 + 𝑊0 − 𝑤0 .由于
𝑃 + 𝑉0 + 𝑆(𝑥), 𝑄+𝑊0 − 𝑤0 是吸收集,故存在 𝜆 > 0 ,满足上述条件. 所以 (𝜃, 𝑧) 是 𝐸 的
吸收点,即 (𝜃, 𝑧) ∈ 𝑐𝑜𝑟(𝐸) ,由于系统(b)不相容,则 (𝜃, 𝜃) /∈ 𝑐𝑜𝑟(𝐸),故我们可用一个闭超平
面分离 𝐸 和 (𝜃, 𝜃).设非零映射 𝜑 ∈ (𝑌 × 𝑍)′ ,使得对于任意的(𝑦, 𝑧) ∈ 𝐸, 𝜑(𝑦, 𝑧) ≥ 0 .定
义 𝜙 ∈ 𝑌 ′ , 𝜓 ∈ 𝑍 ′ 为 𝜙(𝑦) = 𝜑(𝑦, 𝜃), 𝜓(𝑧) = 𝜑(𝜃, 𝑧) .
在序线性空间 𝑌, 𝑍 上赋予最强局部凸拓扑,根据正则集的定义, 𝜃 ∈ 𝑃 + 𝑉0, 𝜃 ∈
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𝑄+𝑊0 ,则存在网 {𝑦𝛿} ⊂ 𝑃 +𝑄分别收敛于 𝑌, 𝑍 中的零向量.所以, (𝑆(𝑥)+ 𝑦𝛿)−𝑆(𝑥) ∈
𝑃+𝑉0, 𝑥 ∈ 𝐴 , (𝑇 (𝑥)+𝑍𝛾)−𝑇 (𝑥) ∈ 𝑄+𝑊0, 𝑥 ∈ 𝐴,即 (𝑆(𝑥)+𝑦𝛿, 𝑇 (𝑥)+𝑍𝛾) ∈ 𝐸, 𝑥 ∈ 𝐴,所
以< 𝑆(𝑥)+𝑦𝛿, 𝜙 > + < 𝑇 (𝑥)+𝑍𝛾, 𝜓 >≥ 0, 𝑥 ∈ 𝐴,选取任意的 𝑦 ∈ 𝑃, 𝑧 ∈ 𝑄和任意的正整
数 𝑠, 𝑡 ,有 (𝑆(𝑥) + 𝑠𝑦, 𝑇 (𝑥) + 𝑡𝑧) ∈ 𝐸, 𝑥 ∈ 𝐴 , 则 < 𝑆(𝑥) + 𝑠𝑦, 𝜙 > + < 𝑇 (𝑥) + 𝑡𝑧, 𝜓 >≥ 0
, < 𝑆(𝑥), 𝜙 > + < 𝑇 (𝑥), 𝜓 > +𝑠𝜙(𝑦) + 𝑡𝜓(𝑧) ≥ 0 .先令 𝑠 后令 𝑡 变得较大,则有
𝜙(𝑦) ≥ 0, 𝜙(𝑧) ≥ 0 ,故 𝜙 ∈ 𝑃+, 𝜓 ∈ 𝑄+ .最后,若 𝜓 = 0 ,则由 (𝜃, 𝑧) ∈ 𝑐𝑜𝑟(𝐸) ,知 𝜙 在 𝑌
中某原点邻域上非负,则 𝜙 = 0 ,这与 𝜑 ̸= 0 矛盾. 
我们注意到在证明过程中正则集只是暂时的出现,结论 < 𝑆(𝑥), 𝜙 > + <
𝑇 (𝑥), 𝜓 >≥ 0, 𝑥 ∈ 𝐴 知依赖于 𝐴, 𝑆, 𝑇, 𝑃,𝑄 .
推论 2.1： 若正楔 𝑃,𝑄 都是实心的,且系统(a)是相容的,则只有当存在 𝜙 ∈ 𝑃+ ,
0 ̸= 𝜓 ∈ 𝑄+ 且满足 < 𝑆(𝑥), 𝜙 > + < 𝑇 (𝑥), 𝜓 >≥ 0, 𝑥 ∈ 𝐴 时系统(b)是不相容的.
推论 2.2： 设 𝐴 是实线性空间 𝑋 中的凸集, 𝑓 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝐴) ,设 𝑆 : 𝐴→ 𝑌 是到序线性空
间 𝑌 中的一个凸映射.若系统(a)是相容的,且当 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑆(𝑥) < 𝜃 时 , 𝑓(𝑥) ≥ 0 ,则存在线
性泛函 𝜙 ∈ 𝑌 ′ ,使得 𝑓(𝑥) ≥ − < 𝑆(𝑥), 𝜙 >, 𝑥 ∈ 𝐴 .
证明： 令 𝑍 = R, 𝑇 = 𝑓 则由定理 2.2 和推论 2.1 直接得到. 
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第 三 节 凸规划问题
3.1 Tuy型不相容条件的应用
我们考虑凸规划问题,设凸规划有形式
𝑚𝑖𝑛{𝑓(𝑥) : 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑆(𝑥) ≤ 𝜃}
记为(c).这里 𝐴 是实线性空间 𝑋 中的凸集, 𝑆 : 𝐴→ 𝑌 是凸映射, 𝑌 是有正楔的序线性
空间.下面给出凸规划问题的最优化准则,称为 Hurwicz 鞍点条件.
定理 3.1： 若 𝑝 ∈ 𝐴 是凸规划问题(c)的一个解,系统(a)是相容的,则存在线性泛
函 𝜙 ∈ 𝑃+ ,使得 𝑓(𝑝)+ < 𝑆(𝑝), 𝜓 >≤ 𝑓(𝑥)+ < 𝑆(𝑥), 𝜙 > ,对于任意的 𝑥 ∈ 𝐴 和
𝜓 ∈ 𝑃+ ;相反的,若存在某点 𝑝 ∈ 𝐴 和 𝜙 ∈ 𝑃+ ,且 𝑐𝑜𝑟(𝑌 ∖ 𝑃 ) = 𝑌 ∖ 𝑃 ,满足
𝑓(𝑝)+ < 𝑆(𝑝), 𝜓 >≤ 𝑓(𝑥)+ < 𝑆(𝑥), 𝜙 > ,对于任意 𝑥 ∈ 𝐴 和 𝜓 ∈ 𝑃+ ,则 𝑝 是凸规划问
题(c)的一个解.
证明： 在线性空间 𝑌 上赋予最强局部凸拓扑.定理的第一个断言,可由推论 2.1 直接导
出.若 𝑝 是规划问题(c)的一个解,则系统 𝑆(𝑥) < 𝜃, 𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑝) < 0, 𝑥 ∈ 𝐴 是不相容的.所
以存在 𝜙 ∈ 𝑃+ 使得 < 𝑆(𝑥), 𝜙 > +𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑝) ≥ 0 ,对于任意的 𝑥 ∈ 𝐴 . 𝑆(𝑝) ≤ 𝜃 ⇒ 对
于任意的 𝜓 ∈ 𝑃+, < 𝑆(𝑝), 𝜓 >≤ 0 .所以 < 𝑆(𝑥), 𝜙 > +𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑝)+ < 𝑆(𝑝), 𝜓 > .
下证第二个断言.由 < 𝑆(𝑥), 𝜙 > +𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑝)+ < 𝑆(𝑝), 𝜓 > .对任意的 𝑥 ∈ 𝐴
和 𝜓 ∈ 𝑃+. 知,对于任意的 𝜓 ∈ 𝑃+, < 𝑆(𝑝), 𝜓 >≤< 𝑆(𝑝), 𝜙 >.所以 < 𝑆(𝑝), 𝜓 >≤ 0
,对于任意的 𝜓 ∈ 𝑃+. 由 𝑐𝑜𝑟(𝑌 ∖ 𝑃 ) = 𝑌 ∖ 𝑃 ⇒ −𝑆(𝑝) ∈ 𝑃 , 即 𝑆(𝑝) ≤ 𝜃 .由
𝑓(𝑝)+ < 𝑆(𝑝), 𝜓 >≤ 𝑓(𝑥)+ < 𝑆(𝑥), 𝜙 > ,对于任意的 𝑥 ∈ 𝐴,𝜓 ∈ 𝑃+ 成立. ⇒ 𝑓(𝑝) ≤
𝑓(𝑥)+ < 𝑆(𝑥), 𝜙 > ,即存在 𝜙 ∈ 𝑃+ ,有 < 𝑆(𝑥), 𝜙 > +𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑝) ≥ 对于任意的 𝑥 ∈ 𝐴
,系统 𝑆(𝑥) ≤ 𝜃, 𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑝) < 0, 𝑥 ∈ 𝐴 是不相容的,所以 𝑝 是规划问题 (𝑐) 的一个解. 
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